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1.  はじめに 
近年，CAE（Computer-Aided Engineering）を利用した有限

要素法などの数値解析により,製品の特性を予測することが

製品開発において主流となっている．しかし，数値解析にお

ける計算は理想化された条件で行われるため境界条件や製

造工程における寸法のばらつきなどの不確実性に起因した

応答特性の変動は考慮されていない．また，ANC（Active 

Noise Control）や VS（Virtual Sensing）などのリアルタイ

ムで行われる手法のパフォーマンス向上が求められており

時間領域の振動音響特性に着目した対策や検討が重要視さ

れている．しかし，時間領域の数値解析における計算時間と

解析精度はトレードオフの関係にあり，精度の高い解析を行

うと計算時間が増えてしまう．開発期間の短縮や信頼性の高

い製品設計のため，短時間で何度も対策や検討が可能な手法

が求められている． 

そこで本研究では，時間領域の振動音響特性に着目し，計

算コストと時刻歴振幅変動を抑制するロバスト設計法を提

案する．具体的には，計算コストはモデル次数低減，時刻歴

振幅変動は確率有限要素法と構造最適化を組み合わせたロ

バスト最適化により抑制する．第 2章では，確率有限要素法

と構造最適化を組み合わせたロバスト設計法の理論につい

て説明する．第 3章では，モデル次数低減の理論について述

べ，計算コストの抑制を検証する．また，ロバスト最適化へ

の適用のためパラメータの変動を考慮するパラメトリック

なモデル次数低減を本研究で用いる．さらに第 4章では，構

造音響連成システムに本手法を適用し，ロバスト性が向上す

るかを検証する．なお，本論文ではばらつきを有する設計変

数を誤差因子，構造最適化を行う設計変数を制御因子とする． 

 

2.  時刻歴振幅変動に対するロバスト最適化 
 本章では，時刻歴振幅変動に対する確率有限要素法と構造

最適化を組み合わせたロバスト最適化について述べる．  

2.1  確率有限要素法に基づく近似システム 

確率有限要素法はシステムの応答を誤差因子のまわりで

テイラー展開し，誤差因子の変化による応答の変化に対する

勾配（感度）と誤差因子の変化量（ばらつき幅）で近似する

手法である(1)。任意の時刻 nにおける応答振幅𝐱𝑛を誤差因子

の期待値𝛂 = {α𝟏, α𝟐, ⋯ , α𝐤}のまわりでテイラー展開すると

応答振幅𝐱𝑛の分散は応答振幅の一次感度で表されるベクト

ルと誤差因子のばらつき幅で表される共分散行列の積で近

似できる．そのため，応答振幅の変動，すなわち分散を小さ

くするためには，一次感度，もしくは共分散行列における誤

差因子のばらつき幅を抑制することが必要である．本論文で

は一次感度を最小化する構造最適化により応答変動の抑制

を目指す．一次感度の近似システムは次式で与えられる． 
∂𝐱𝑛(𝑡, 𝜶 + ∆𝜶)

𝜕𝛼𝑖
=

𝜕𝐱𝑛(𝑡, 𝜶)

𝜕𝛼𝑖

+ ∑
𝜕2𝐱𝑛(𝑡, 𝜶)

𝜕𝛼𝑖𝜕𝛼𝑗
𝑑𝛼𝑗

𝑘

𝑗=1

 
(1) 

本式より一次感度の一次近似システムは，一次感度の感度と

なる二次感度と制御因子の変化量より与えられる．そのため，

最適化計算により式(1)を目的関数として最小化する制御因

子を探索し，応答変動のばらつき幅を抑制する．目的関数，

設計変数は以下で与えられる． 

Minimize : Max(|
𝜕𝐱𝑛(𝑡𝑚,𝜶)

𝜕𝛼𝑖
|) m∈T, i∈NF 

Design variable : α𝑗 j∈CF 

ここで，T は着目する時間帯域で応答が最大になる時刻の集

合を表し，NF(Noise factor)は誤差因子の集合，CF(Control 

factor)は制御因子の集合を表す．また，NFと CFは独立では

なく，誤差因子と制御因子は同じ因子の場合も考慮可能であ

る． 

2.2  時間領域の振幅一次感度，二次感度の導出 

 時間領域の誤差因子α𝑖の応答振幅に対する一次感度は運

動方程式を状態量𝐱について解いた式を誤差因子𝛼𝑖で偏微分

することで得られ，次式で与えられる． 
∂𝐱𝑛+1

𝜕𝛼𝑖
= 𝐇1

−1 (𝐇2

𝜕𝐱𝑛

𝜕𝛼𝑖
+ 𝐇3

𝜕𝐱𝑛−1

𝜕𝛼𝑖
+ 𝐇𝛼) (2) 

ここで， 

𝐇𝟏 ≡ (
𝐌

∆𝑡2
+

𝐃

2∆𝑡
+

𝐊

3
) (3) 

𝐇𝟐 ≡ (
2𝐌

∆𝑡2
−

𝐊

3
) (4) 

𝐇𝟑 ≡ (−
𝐌

∆𝑡2
+

𝐃

2∆𝑡
−

𝐊

3
) (5) 

𝐇𝛼 ≡ − (
∂𝐇1

𝜕𝛼𝑖
𝐱𝑛+1 −

𝜕𝐇2

𝜕𝛼𝑖
𝐱𝑛 −

∂𝐇3

𝜕𝛼𝑖
𝐱𝑛−1) (6) 

本式は中心差分法を基に算出されている．∆𝑡は時間積分にお

ける時間増分を表している． 

次に，振幅二次感度を導出する．式(2)を制御因子α𝑗で偏微

分すると次式で与えられる． 
𝜕2𝐱𝑛+1

𝜕𝛼𝑖𝜕𝛼𝑗
= −

𝜕𝐱𝑛+1

𝜕𝛼𝑖
+ 𝐇1

−1𝐆 (7) 

ここで， 

𝐆 ≡
∂𝐇2

∂αj

∂𝐱𝑛

∂αi
+ 𝐇2

∂2𝐱𝑛

∂αi ∂αj
+

∂𝐇3

∂αj

∂𝐱𝑛−1

∂αi

+ 𝐇3

∂2𝐱𝑛−1

∂αi ∂αj
−

∂𝐇4

∂αj
 

(8) 

∂𝐇4

∂a𝑗
≡ 𝐇1𝐱𝑛+1 + 𝐇1

∂𝐱𝑛+1

∂αj
− 𝐇2𝐱𝑛 − 𝐇2

∂𝐱𝑛

∂αj

− 𝐇3𝐱𝑛−1 − 𝐇3

∂𝐱𝑛−1

∂αj
 

(9) 

よって式(2)，(7)より式(1)を目的関数として定式化できる． 

 

3. 構造音響連成システムにおけるモデル次
数低減 

本章では，モデル次数低減の理論について述べる．モデル

次数低減は解析精度を保持したままシステムの自由度を縮



小する手法である．また本研究ではクリロフ部分空間法に基

づくモデル次数低減について述べる．なお，本論文では縮小

前のシステムをフルシステム，縮小されたシステムを次数低

減システムとする． 

3.1  モデル次数低減 

 構造音響連成システムの運動方程式は次式で与えられる． 
𝐌�̈�(𝑡) + 𝐃�̇�(𝑡) + 𝐊𝐱(𝑡) = 𝐅𝑢(𝑡) (10) 

ここで M, D, K∈ ℝ𝑓×𝑓はそれぞれ，質量，減衰，剛性行列，

x，F∈ ℝ𝑓は状態量，入力ベクトルを表しており，uは荷重力

とする．システムの総自由度は fで，これは構造系の自由度

fs，音響系の自由度 faの和となっている．またシステム行列

および状態量ベクトルは次式で与えられる． 

𝐌 = [
𝐌s 𝟎

−ρ𝐊c
T 𝐌a

]，𝐃 = [
𝐃s 𝟎
𝟎 𝐃a

] 

𝐊 = [
𝐊s 𝐊c

𝟎 𝐊a
]，𝐱 = [

𝐝
𝐩

]，𝐅 = [
𝐅s

𝐅a
] 

(11) 

式(11)内の添え字 s は構造項，a は音響項，c は連成項を表

しており，状態量の d は変位，p は音圧を示している． 

次数低減システムは射影行列 V，W∈ ℂ𝑓×𝑟を式(11)のシステム

行列に乗じることで得られ，次式で表す． 

𝐌r �̈̂�(𝑡) + 𝐃r �̇̂�(𝑡) + 𝐊r�̂�(𝑡) = 𝐅r𝑢(𝑡) (12) 

ここで， 

𝐌r = 𝐖T𝐌𝐕，𝐃r = 𝐖T𝐃𝐕，𝐊r = 𝐖T𝐊𝐕 

𝐱 = 𝐕�̂�，𝐅r = 𝐖T𝐅 
(13) 

𝐕 = [
𝐕s

𝐕a
] (14) 

式(13)の添え字 rは次数低減システムの総自由度を表してお

り，式(10)と比較すると r<<fの関係にある．また，V=W のと

きを one-sided projection，V≠W のときを two-sided 

projectionとする．本研究では one-sided projectionを使

用する． 

3.2  パラメトリックなモデル次数低減 

 最適化計算に基づく構造最適化やパラメータ推定は最適

化の過程で対象システムのパラメータを変動させながら最

適解を探索する．ロバスト最適化においても最適な制御因子

を探索するため，次数低減システムを用いる際はパラメータ

の変動を考慮する必要がある．そこで本論文では，パラメー

タサンプリング法に基づく大域的パラメトリックなモデル

次数低減を用いる． 

 まず次式で与えられるパラメータサンプリングスペース

を設ける． 

𝐩 = [p1 , p2 , ⋯ , pk] (15) 

次に各サンプリング点のパラメータを用いて，射影行列 V，

W を生成する．生成された射影行列を並べることでパラメー

タサンプリングスペースによる大域的射影行列を生成でき，

次式で与えられる． 

𝐕 = [𝐕1 , 𝐕2 , ⋯ , 𝐕k] 
𝐖 = [𝐖1 , 𝐖2, ⋯ , 𝐖k] 

(16) 

式(16)の Vkは局所的射影行列でありパラメータ pk のシステ

ム情報で生成されている．式(16)の大域的射影行列で縮小さ

れたシステムはパラメータサンプリングスペース内の範囲

でパラメータの変動を考慮できる．最適化の過程で探索され

たパラメータがサンプリングスペース外になった際は，その

パラメータを基準にした新たなサンプリングスペースを構

築することで解決できる．しかし，式(16)の大域的射影行列

はランク落ちを起こしている可能性が高いため，特異値分解

(Singular Value Decomposition： SVD) や QR 分 解 (QR 

decomposition)を後処理として行うことでランク落ちの成

分を除去する必要がある． 

3.3  安定性を保持したモデル次数低減 

 3.1 節で述べた手法ではシステムが不安定になる可能性が

ある．周波数領域の解析には影響は無いが時間領域の解析を

行う上でこの問題は致命的である．先行研究で構造音響連成

システムにおいて安定性を保持する手法が提案されている
(2)．ここで式(14)の射影行列を拡張した拡張射影行列を定義

する． 

�̃� = [
𝐕s 0
0 𝐕𝑎

] (17) 

式(17)の拡張射影行列を式(11)のシステム行列の両サイド

から乗じることで安定性が保持された次数低減システムが

生成できる． 

3.4  数値実験 

 モデル次数低減の有用性について有限要素モデルを用い

て検証する．使用する構造音響連成システムを Fig. 1 に示

す．このモデルは前面以外コンクリート壁となっており，前

面に厚さ 3mm，A4サイズのアルミニウム板をボルト締結で取

り付けている．Fig. 1の矢印の点に荷重を加え，内部に評価

点を設けて計算を行う．フルシステム (Full Order 

System:FOS)の総自由度は 22904とし，その内の 3945が構造

項，18959 が音響項の自由度とする．次数低減システム

(Reduced Order System by Standard Projection:ROSSP)は

320 自由度とし，拡張射影行列により縮小されたシステム

(Reduced Order System by Extended Projection:ROSEP)の

自由度は 624 とする．ここで Fig. 2に ROSSPと ROSEP のポ

ールプロットを示す．Fig. 2 より ROSSP は極が複素平面の

虚軸の右側に存在しているため，システムが不安定であるこ

とがわかり，時刻歴解析においては解が発散すると考えられ

る．逆に ROSEPは極が複素平面の虚軸の左側にのみ存在して

いるため，システムが安定であることが確認できる．以上よ

り，本論文では ROSEPを用いて時刻歴解析を行う． 

各システムの自由度(Degree of freedom:DOF)と周波数お

よび時間領域における計算時間の比較を Table 1に示す．コ

ンピュータの演算能力に依存する数値であるが，フルシステ

ムの周波数領域における計算時間の 1715.7秒に対し，ROSSP

は 3.8秒，ROSEPは 8.1秒とそれぞれ 99.8%，99.5%計算時間

が低減されていることが確認できる．同様に，時間領域にお

けるフルシステムの計算時間の 10789.2 秒に対し，ROSEPは

37.5秒と 99.9%計算時間が低減されていることが確認できる． 

近似精度を検証するためフルシステムと次数低減システ

ムにおける，力入力，音圧応答の周波数応答関数(FRF)を比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

DOF 
Computation time [s] 

Frequency domain Time domain 

FOM 22904 1715.7 10789.2 

ROSSP 320 3.8(-99.8%) - 

ROSEP 624 8.1(-99.5%) 37.5(-99.9%) 

 

Fig. 1  Vibro-acoustic system 
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Fig. 2  Pole plot 
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Table 1  Full order system and reduced order system 



する．Fig. 2にフルシステムの FRFを黒線，次数低減システ

ムを赤点線，拡張射影行列による次数低減システムを緑破線 

で示す．今回，解析周波数帯域を 0～500Hz とし，次数低減

システムは 400Hz までの特性を近似している．Fig. 2 より

対象周波数帯域において，フルシステムと両次数低減システ

ムの波形は良く一致しており，精度よく近似できていること

が確認できる． 

同様に，時刻歴解析における近似精度を検討する．フルシ

ステムの時刻歴音圧応答を黒線，次数低減システムを緑破線

で Fig. 4に示す．本解析では，0～400Hzの特性を次数低減

システムで近似しているため，入力信号にはカットオフ周波

数 400Hzのローパスフィルタを用いている．Fig. 4より，拡

張射影行列を用いてるため，応答は発散していないことが確

認できる．また，フルシステムと次数低減システムの波形は

良く一致しており時間領域においても精度よく近似できて

いることが確認できる．Fig. 5に次式で計算される時刻歴振

幅の振幅誤差を示す． 
ε = Amplitudefull − Amplitudereduced (18) 

式(18)は，フルシステムと次数低減システムの振幅差で誤差

を表している．Fig. 5より振幅誤差は小さく，精度よく近似

できていることが確認できる． 

以上より，周波数および時間領域において，モデル次数低 

減により解析精度を十分に保持したまま，解析時間を大幅

に短縮可能であることが確認できる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.  モデル次数低減のロバスト設計への適用 
 本章では，2章で述べたロバスト最適化と 3 章で述べたモ

デル次数低減を組み合わせたロバスト設計法を Fig. 6 に示

すバネマスで表される構造音響連成システムに適用する．構 

造系は 3自由度,音響系は Fig. 6では 2つだが音響要素 40 

の 41 自由度とし，構造系と音響系の連成面は，質点 2 と音

響節点 1，質点 3と音響節点 41とする．各パラメータは m1 = 

80kg，m2 =90kg，m3 =100kg，k1 = k3 = k4 =1.0×107N/m，k2 =0.4

×107N/m，音響系の各要素長さ L=0.5m，空気密度ρ=1.21kg/m3，

連成面の面積 A=0.2m2である．また減衰はレイリー減衰を仮

定し，α=1.0，β=1.0×10-5とする．荷重点を質点 1，応答点 

は音響節点 1とした．なお，本節では，誤差因子を Fig. 6の

システムにおける質点 m1と質点 m2を結ぶバネ剛性 k2とし，

制御因子を構造系の質点 m1～m3とする． 

4.1 パラメトリックなモデル次数低減の適用 

まず，Fig. 6のシステムにパラメトリックなモデル次数低

減を適用し，パラメータ変動を考慮した次数低減システムを

構築する．ここで，フルシステムを総自由度 44 の構造音響

連成システムとしている．パラメトリックなモデル次数低減

を適用するため，変動する誤差因子，制御因子の k2，m1～m3
のパラメータサンプリングスペースは次式で与えられる． 

k2  = [4.0×105，4.0×107]  [N/m] 

m1 = [0，160]            [kg] 

m2 = [0，180]            [kg] 

m3 = [0，200]            [kg] 

(19) 

式(19)のパラメータサンプリングで局所的射影行列を生成

し，並べた後，特異値分解により冗長性のある成分を除去し

た．Table 2に各システムの自由度と計算時間の比較を示す．

なお，本節では次数低減システムは ROSEPのみを用いるため，

ROS と表記する．Table 2 よりフルシステムの周波数領域に

おける計算時間の 10.4 秒に対し，ROS は 4.62 秒と 55.6%計

算時間が低減されていることが確認できる．同様に，時間領

域におけるフルシステムの計算時間の 0.46秒に対し，ROSは

0.22秒と 52.2%計算時間が低減されていることが確認できる． 

近似精度を検証するためフルシステムと次数低減システ

ムの FRFの比較を Fig.7 に示す．今回，解析周波数帯域を 0

～500Hz とし，次数低減システムは 400Hz までの特性を近似

している．Fig. 7より対象周波数帯域において，次数低減シ

ステムは精度よく近似できていることが確認できる． 

4.2 剛性がばらつきを有するシステムに対するロバスト最

適化 

次に，Fig. 6のシステムにおいて本論文のロバスト設計法

による，構造ばらつきに起因した時刻歴振幅変動の抑制を確

認する．今回，0.022s近傍のピークに着目し，振幅変動を抑 
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FOS 44 10.4 0.46 

ROS 17 4.62(-55.6%) 0.22(-52.2%) 

 

 

Fig. 3  Comparison of the FRFs 
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Fig. 6  Coupled vibro-acoustic system 
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Fig. 4  Comparison of the time history responses 

Fig. 5  The difference between the two responses 
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Table 2  Full order system and reduced order system 
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制する制御因子を探索する．つまり構造最適化の目的関数は，

剛性 k2の音響節点 1の時刻歴振幅に対する一次感度である．

なお，最適化計算において制御因子の質量和は構造変更前と

同一の条件とする．Table 3に最適化計算による制御因子の

変更量を示す． 

また，一次感度の最小化により時刻歴応答の振幅変動が抑

制されているかをモンテカルロシミュレーションにより確

認する．誤差因子 k2のばらつき幅は標準偏差σ=0.5×初期剛

性の正規分布に従うとし，サンプル数 300回の応答計算を行

い，ロバスト性の評価を行う．Table 4に着目したピークに

おけるモンテカルロシミュレーションの結果である M(平均)，

σ(標準偏差)，Cv(変動係数：σ/M)および減少率γの比較を

示す．初期構造の減少率を 100%としたときフルシステムのロ

バスト構造は 18.2%，次数低減システムは 18.6%であり，そ

れぞれ 81.8%，81.4%振幅変動が減少していることが確認でき

る．また Fig. 10に初期構造とロバスト構造における時刻歴

応答の振幅変動の比較を示す．灰色線はモンテカルロシミュ

レーションにおけるばらつきを持った確率論的結果であり，

赤線(a)および緑線(b，c)はばらつきを持たない確定論的結

果である．Fig. 10(a)は，フルシステムにおける初期構造の

応答振幅を表しているが誤差因子 k2のばらつきにより，着目

点において振幅変動が大きくなっている．しかし，Fig. 10 

(b)，(c)に示す最適化によるロバスト構造はフルシステムお

よび次数低減システムにおいて，着目点の振幅変動が抑制さ

れている様子が確認できる． 

次に，フルシステムと次数低減システムにおけるロバスト

最適化の結果を比較する．モデル次数低減を適用したことで

システムの自由度が縮小されたため，計算時間が短縮された 

ことが Table 2より確認できる．モデル次数低減による計算

コストの削減は振動単体ではない振動音響連成解析時やシ

ステムの自由度が大規模になるほど効果が大きい．また，

Table 4よりフルシステムと次数低減システムの間で，振幅

値の違いはあるが，減少率に関しては大きな差異は見られな

い．つまり，モデル次数低減を併用してもロバスト最適化に

おける解析精度に支障は見られないと考えられる． 

以上より，パラメトリックなモデル次数低減とロバスト最

適化を組み合わせることで，計算時間を低減しつつ，時刻歴

振幅変動を抑制可能であり，効率の良いロバスト設計が行え

ることが確認できる． 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.  研究成果 

(1) モデル次数低減を適用することで，周波数領域および時

間領域の解析において大幅な計算コストの低減を確認

した．また，パラメータの変動を考慮するパラメトリッ

クなモデル次数低減も示した． 

(2) 時間領域に拡張した確率有限要素法と構造最適化を組

み合わせたロバスト最適化を提案し，時刻歴振幅変動の

抑制を確認した． 

(3) ロバスト最適化とパラメトリックなモデル次数低減を

組み合わせることで，効率的な時刻歴振幅変動に対する

ロバスト設計法を示した． 
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Mass  [kg] m1 m2 m3 Total 

Original 80.0 90.0 100.0 270.0 

Robust:FOS 30.0 164.0 76.0 270.0 

Robust:ROS 47.0 90.0 133.0 270.0 

 M[Pa] σ[Pa] Cv[%] γ[%] 

Original 4.2e-5 3.8e-6 9.0 100 

Robust:FOS 3.9e-5 5.9e-7 1.5 18.2(-81.8%) 

Robust:ROS 2.4e-5 4.0e-7 1.7 18.6(-81.4%) 
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Table 3  Change of control factors 

Table 4  Comparison of the robustness 
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Fig.7 Comparison of the FRFs  
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